Numerical solution of linear system equations
الحل العددي للمعدلات  لنظام المعدلات الخطية 

كنا قد تناولنا  في المقالات السابقة، طرق حل معادلة واحدة ذات مجهول واحد فقط،، سواء أن كان من المرتبة الأولى أو الثانية   فما فوق، و طرحت أهم الطرق المستخدمة في الحل، و في هذا الدرس  نطرح طريقة حل أكثر من معادلة تحتوي على أكثر من مجهول، و لهذه الطريقة أهمية بالغة  في التحليلات المختلفة, و تتميز  بكثرة الاستعمال, و بالأخص في تطبيقات الحاسوب.

 حذف جاوس

قبل الدخول في التطبيق البرمجي ، أرى من الأهمية بمكان  طرح المفهوم النظري لطريقة جاوس أو  طريقة ( التعويض الخلفي) .

الأساسيات النظرية 

تقوم طريقة  جاوس على  تحويل المعدلات   إلى نظام المصفوفات و التعامل معها على هذا الأساس كما الآتي : 

A1x1 + a2x2 + a3x3 + …….anxn = c1

B1x1 + b2x2 + b3x3 + ......... bnxn= c2

  D1x1 +d2x2 +d3x3+ ……..dnxn=cn
نلاحظ ان لدينا عدد كبير من المعدلات يصل إلى  ما قيمته n و عدد المجاهيل  x1 x2… xn و هي المراد إيجاد قيمتها ، بينما القيم a1  a2   an  ,  b1 b2  bn   وكذلك  d1 d2 d3 ….dn 
المرافقات للمجاهل، فإذا رتبنا هذه في المصفوفة التالية:

a1,1      a1,2    …..   a1n  
b2,1     b2,2    ……  b2n 
dn1       dn2   .. ….  dnn 
فهذه تسمى مصفوفة المرافق و تبدأ بالقيمة المرافقة للمتغيرات  و تتكون من  صفوف و أعمدة كما هو معروف, بينما المصفوفة التالية:
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فهذه تسمى مصفوفة المجاهيل, و  المراد إيجاد قيمها ؟، بينما المصفوفة التالية :
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تسمى مصفوفة القيم المطلقة، و بتعبير أخر  حولنا المعادلات غلى ثلاث مصفوفات كي يمكن التعامل معها , الخطوة التالية هي إيجاد المصفوفة الموسعة (augmented matrix  )  عن طريق إدخال  مصفوفة القيم المطلقة  مع مصفوفة  المرافقات و الملاحظ  عليها أن عدد الأعمدة أكثر من عد  الصفوف بمقدار واحد , لتصبح كالآتي : 

 a1,1      a1,2    …..   a1n    c1      
b2,1     b2,2    ……  b2n    c2       
      cn    dn1      dn2    .. ….  Dnn
(لاحظ أن الرقم a1,1 يعني العنصر الأول في الصف الأول من العمود الأول و  الرقم a1,2 يعني العنصر الثاني من الصف  الثاني  في العمود الثاني و هكذا بقية العناصر) 

الخطوة التالية هي جعل  جميع  العناصر التي تسبق  عناصر القطر الرئيسي  صفرا، و ذلك  بإتباع الآتي:
F2,1=b2,1/a1,1
b2,1= b2,1 – f2,1*a1,1

b2,2 =b2,2 - f21*a1,2
b2,3=b3,2 – f1,2*a1,3

الذي قمنا به هو الآتي :

1.  أوجدنا المعامل الذي يقوم بتحويل  جميع العناصر التي تسبق  عنصر القطر الرئيسي في الصف الثاني و ذلك بقسمة العنصر الذي رتبته (2,1) أي العنصر الأول في الصف الثاني على (1,1) أي العنصر الأول  في الصف الأول
2. حولنا العنصر الذي رتبته (2,1) إلى صفر عن طريق الآتي : b21= b21 – f21*a11

3. طبقنا  المعادلة السابقة على بقية  عناصر الصف الثاني كي لا تتغير القيمة الفعلية للمصفوفة
4. نتبع بقية الخطوات بالنسبة لبقية الصفوف و نحول جميع العناصر  التي تسبق القطر الرئيسي بنفس الطريقة
بعد أن اكتملت ملامح المصفوفة الموسعة نبدأ بالتعويض الخلفي و نبدأ بالصف الذي رتبته n   (اىالصف الأخير ) و تكون معادلته كالآتي:
0  0      ……  dnn = x

و باعتبار أن قيمة آخر قيمة مجهولة قد  علمت  نجد القيمة التي تقل عنها بمقدار واحد  هكذا نستمر حتى نصل إلى x1 .

خوارزمية البرنامج 
لكتابة خوارزمية البرنامج  يلزم تعريف أربعة   مصفوفات أولا 

1.   البداية 
2. عرف المصفوفات a(50,50) b (50, 50) f(50) x (50)
3. read  n     
4. do 
from I = 1 to n  read  elements of matrix  a       
5. do 
 m=n*(n-1)      
6.  do 
from I=2 to m        
from k=1 to i-1        
if (a (k,k) ≠0    yes f(I,k)=a(I,k) / a(k,k)           
7. do 

from j = 1 to n +1        
a(I,j)=a(I,j) – f(I,k)*a(k,j)       
no   
8. do 
from l =I – 1 to I – 1        
from j=1 to n+1         
b(l ,j )= a(l , j )         
a ( l , j ) = a (l + 1 , j )         
a (l + 1 , j )= b (l , j )         
9. do 

from I = n  to 1 step – 1        
from  j = I + 1  to n        

s1= a(I, n +1 )            
x(i) = (s1 – s2)/ a( I , I )           

s2 = 0

10. do

    from I = 1 to n          
write x(i)         
11. stop
 هذه هي خوارزمية  البرنامج و يمكن تقسيمها إلى حلقات من  اجل المزيد من الاستيعاب لها كالآتي :
1. حلقة قراءة قيم المصفوفة مضاف إليها عناصر مصفوفة القيم المطلقة أي (n + 1 )

2. حلقة  تكوين المصفوفة الموسعة  و التي بها اختبار  إذا كان العنصر المقابل  للمعامل لا  يساوي صفر  فيتم ضرب  المعامل  في جميع عناصر المصفوفة ابتداء من الصف الثاني إلى  الصف  الأخير(  الذي رتبته  n )
3. حلقة  قلب الأعمدة إلى صفوف  في حالة أن العنصر  المناظر  للعنصر الذي سيقسم عليه يساوي صفر 

4. حلقة التعويض الخلفي 
البرنامج بلغة(الفورتران ) FORTRAN  language 
Dimension a(50,50) ,b (50, 50 ) , f(50) , x(50)

Write(*,*)' enter  numbers of your elements (n)'
Read (*,*)n

Do 10,i=1,n

Do 20 , j=1 n+1

Write(*,*)'         ','a ( ',I,j,' )  = ' 

Read(*,*)a(I,j)

20       continue   

 10        continue  
m=n*(n-1)/2
do 30,i=2,m

do 40,k=1,n-1
if(a(k,k).ne.0)then

do 40,j=1.n+1

a(i.j)=a(I,j)-f(I,k)*a(k,j)

40       continue 

else 

do 50,L=i-1,i-1

do 60,j=1,n+1

b(l,j)=a(l,j)
a(l,j)=a(l+1,j)

a(l+1,j)=b(l,j)
60           continue

50          continue
do 70,i=n,1,-1
do 80,j=i+1,n

s2=s2 + a(I,j)*(j)

80        continue

s1=a(I,n+1)
x(i)=(s1 – s2)/a(I,i)

s2=0.0

70          continue

do 90,i=1,n

write(*,*)' x  ( ',I, '  )  = ',x(i)

90         continue
stop

end

هذا الكود الذي يقوم بما سلف، و الآن  لنبدأ في شرح  الكود 
شرح الكود 

يبدأ البرنامج  بقراءة  قيم عدد المعدلات  من خلال جملة read (*,*)n  و التي تحدد عدد صفوف المصفوفة  و عدد المجاهيل مع ملاحظة أن هذا النوع من الطرق يقوم بحل المعادلات التي تتساوى فيها عدد المعدلات مع عدد المجاهيل فقط  أما عندما تكون عدد المعادلات اقل من عدد المجاهيل يلزم طرق أخرى و تعديلات مختلفة عن التي ورد ذكرها.
بعد تحديد قيمة المجاهيل  يطلب البرنامج قراءة  عناصر المصفوفة الموسعة بعدما تمت إضافة الحدود المطلقة إليها أي عدد n مضاف إليه واحد و يبدأ ذلك عن طريق الحلقة التي تتم الآتي
يجب قبل الدخول في الحلقة تحديد عدد العناصر التي سيتم حذفها من المصفوفة من اجل  تكوين المصفوفة الموسعة و يتم ذلك عن طريق المعادلة التالية 

M=n*(n-1)/2

و الحلقة الأولى تبدأ بالصفوف أي ( i)  ابتداء من الصف  الثاني  إلى قيمة m   التي تحدد عن طريق المعالة السابقة,  يلي ذلك  لانتقال إلى الحلقة التالية و التي تحدد بالمعامل k   التي يبدأ من القيمة 1 إلى I – 1  و المعامل k  يحدد العنصر المناظر للعنصر الذي سيقسم عليه و هذا السبب الذي جعل الحلقة تحدد عند I – 1   أي الصف إلي يقل بمقدار واحد ليطابق العنصر تماما ، يلي ذلك اختبار هذا العنصر إذا كان لا يساوي صفر  فيتم إيجاد المعامل الذي سيجعل العناصر  التي تسبق عناصر القطر الرئيسي تساوي صفر، ليدخل البرنامج في الحلقة التي تليها و تقوم بإجراء التعديلات اللازمة على الصفوف من جعل العناصر  التي تسبق القطر الرئيسي صفرا و إجراء نفس التغيير على بقية عناصر الصف عن طريق المعادلة التالية :
A(I,j) =a(I , j ) –f (I, k )*a(k , j )
و جملة الاستمرارية  continue   لكي تتم العملية على كل عناصر المصفوفة كاملة 

يتم هذا في حالة أن الإجابة للاختبار كانت بنعم أما إذا كانت الإجابة بلا  و لأنه من غير المنطقي قسمة عدد على صفر لان الناتج سيكون كمية غير معرفة و لذا سيتم اتخاذ الإجراء  التالي و هو قلب عناصر المصفوفة إلى أعمدة ، من المعروف هذا الإجراء لا يغير من قيمة المصفوفة شيء، و هو كالآتي :
b(l,j)= a(l , j )

a(l,j)=a(l+ 1 , j)

a(l + 1, j)=b(l, j )

أي كأننا قمنا بالاتي:

C=a

A=b

C=b
 و هذا النوع من التبديلات ذو شهرة واسعة في تغيير القيم

الخطوة التالية هي  الدخول في الحلقة التي تقوم بالتعويض الخلفي كالآتي:

ابتداء من الصف إلي رتبته  n   أي الأخير إلى الصف الأول بسالب خطوة واحدة إلى الخلف  تم الحلقة التالية التي  تبدأ من العمود الذي رتبته الصف الأخير منقوص منه واحد من اجل مراعاة أن العمود الأخير ليس من اصل المعادلة إنما أضيف من اجل تكوين المصفوفة الموسعة إلى العمود الأخير n))
نكون متغير يحمل الاسم s2  الذي يقوم بقسمة العنصر الذي رتبته I , j   على العنصر الذي رتبته j   و كأننا قمنا بالاتي"
2x=5      x=5/2

ووضعنا  هذه القيمة في المتغير s2 و جملة الاستمرارية من  اجل إتمام العملية على بقية العناصر، ننتقل إلى المتغير s1  الذي يقوم بحساب أو إيجاد العنصر  الذي رتبته (I,n + 1 )  ، الخطوة الأخير في التعويض الخلفي هي  إيجاد  قيمة المجاهيل عن طريق المعادلة التالية:
X(i)=(s1 – s2)/a(I , I )

ثم تصفير المتغير s2  و إكمال الحلقة حتى إيجاد آخر مجهول و طباعة الناتج و الخروج من البرنامج

و أرجو  أن أكون قد وفقت في شرح  هذا النوع من المعدلات 





البداية





خزن :


A(50,50)  , b(50,50) , f (50)


X (50 )                





M=n*(n – 1 )   





خزن :


A(50,50)  , b(50,50) , f (50)


X (50 )                








